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ABSTRACT: Topology optimization is a computational technique used to determine the optimal material 
distribution within a given design domain in order to achieve structural efficiency under constraints such 
as volume, loading, and boundary conditions. This paper aims to present and apply the SIMP (Solid 
Isotropic Material with Penalization) method, based on the finite element method (FEM), to perform 
topology optimization of load-bearing beam components. The simulation results demonstrate that this 
method is highly effective in designing optimal geometries for beam structures, thereby enhancing 
material utilization efficiency. 

KEYWORDS: Topology optimization, SIMP, FEM.�
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giEn, mang tính chYt giáo dKc và thGc hành còn 
hCn ch@. Nhi?u phTn m?m mã ngurn mn Bã B(ec 
pht bi@n nh( ch(Mng trình t'i (u hóa hình thái 
B(ec phát triHn bni Liu và các c3ng sG [12]  cho 
Femlab, ch(Mng trình t'i (u hóa hình thái phát 
triHn bni Hunter [13] trên Python, ch(Mng trình t'i 
(u hóa cho k@t cYu dCng giàn Michell phát triHn 
bni Sokól  [14] trên Mathematica. 

Trong nghiên chu này, chúng tôi trình bày m3t 
s' ví dK dTm B(ec triHn khai t'i (u hóa hình thái 
3D b8ng ch(Mng trình top3d vi@t trên n?n tEng 
Matlab.  �ây là ch(Mng trình mã ngurn mn  B(ec 
phát triHn bni Liu và Tovar [15]. Vi>c lGa chIn 
Matlab xuYt phát tv tính BMn giEn, khE n�ng pht 
bi@n r3ng rãi trong môi tr(fng hIc thu6t, c�ng nh( 
khE n�ng trGc quan hóa k@t quE t'i (u hóa.  

Bài báo B(ec b' cKc nh( sau: phTn 2 dành cho 
vi>c tóm t©t lý thuy@t c<a ph(Mng pháp SIMP, 
phTn 3 là các ví dK áp dKng ph(Mng pháp này cho 
vi>c thi@t k@ dTm ch�u các tEi trIng khác nhau, cu'i 
cùng là k@t lu6n và ki@n ngh�.  

2. NGHIÊN C�U TH&C NGHI$M 

2.1 Tóm t't lý thuy(t c)a ph*+ng pháp SIMP 
Ph(Mng pháp SIMP B(ec B? xuYt bni Bendsøe 

và Sigmund [10,11] B(ec sU dKng pht bi@n trong 
t'i (u hóa hình thái. Ý t(nng chính c<a SIMP là 
làm m?m bài toán rfi rCc c<a ph(Mng pháp phTn tU 
hVu hCn b8ng cách cho phép m6t B3 v6t li>u xi c<a 
tvng phTn tU thay Bti liên tKc trong khoEng [0,1]. 
Trong Bó xi = 0  hng vAi phTn r!ng, xi = 1 hng vAi 
vùng có v6t li>u. Theo Bó, mô Bun Bàn hri c<a 
phTn tU thh i B(ec B�nh nghia nh( sau: 

� � � �p
i i i min 0 min iiE E (x ) E x E E , x 0,1� � � � 	  (1) 

Trong ph(Mng trình (1), Emin là mô Bun Bàn hri 
c<a v6t li>u r!ng,  Emin nh6n giá tr� rYt nh\ BH tránh 
cho ma tr6n B3 chng b� suy bi@n. � �ix 0,1	  m6t B3 

v6t li>u c<a phTn tU. p h> s' m� phCt (penalization 
power), p > 1. 

�H tránh các vYn B? khi giEi s' nh( k@t quE phK 
thu3c l(Ai phTn tU hVu hCn, hi>n t(eng xuYt hi>n 
các ô BFc - r!ng xen ka gi'ng bàn cf trong k@t quE 
t'i (u, dzn B@n không thGc t@ v? mFt cM hIc và 
thi@u tn B�nh s', m6t B3 v6t li>u B(ec chu´n hóa 
thông qua b3 lIc m6t B3 B(ec B�nh nghia nh( sau: 

 
ij j jj N j

i
ij jj Ni

H v x
x

H v

	

	

�





�  (2) 

Trong ph(Mng trình (2), Nj là vùng lân c6n c<a 
phTn tU i vAi thH tích vj, hàm trIng s' Hij. Vùng lân 
c6n B(ec B�nh nghia nh( sau: 

 jN {j: dist(i, j) R}� �  (3) 

vAi toán tU dist(i,j) là khoEng cách giVa tâm 
phTn tU i và tâm phTn tU j, còn R là bán kính vùng 
lân c6n hay kích th(Ac b3 lIc. H> s' trIng s' Hij  
có thH B(ec xác B�nh nh( m3t hàm theo khoEng 
cách giVa các phTn tU lân c6n, ví dK: 

 ij iH R dist(i, j), j N� � 	  (4) 

Mô Bun Bàn hri c<a phTn tU thh i B(ec B�nh 
nghia sau khi Bã B(ec chu´n hóa B(ec vi@t lCi 
nh( sau: 

       � �p
i i min 0 miniE (x ) E x E E , x [0,1]� � � 	� � �  (5) 

2.2. R,i r-c hóa b/ng ph*+ng pháp ph0n t3  
h4u h-n 

DGa trên ph(Mng pháp SIMP B(ec chu´n hóa 
dGa theo ph(Mng trình (5) và B�nh lu6t Hooke dCng 
ttng quát, tenxM B3 chng B¹ng h(Ang cho phTn tU 
thh   B(ec tính cho phTn tU r!ng và BFc nh( sau: 

 0
i i i i i iC (x ) E (x )C , x [0,1]� 	� � �  (6) 

Trong Bó: 0
iC  là tenxM B3 chng hng vAi mô Bun 

Bàn hri BMn v�,  B(ec B�nh nghia nh( sau: 

  (7) 

VAi v là h> s' Poisson  

Trong ph(Mng pháp phTn tU hVu hCn, B3 chng 
c<a phTn thU thh i, B(ec tính tv tích phân kh'i c<a 
tenxM B3 chng i iC (x )� và BCo hàm c<a hàm dCng  B 
theo công thhc sau: 

1 1 1
T

i i i i 1 2 3
1 1 1

k (x ) B C (x )d d d
� � �

� � � �
 
 
� �  (8) 

�e (e = 1, 2, 3) là tIa B3 tG nhiên c<a phTn tU 
kh'i 8 nút. Hàm dCng B thH hi>n m'i quan h> giVa 
bi@n dCng và chuyHn v� theo ph(Mng trình sau, 

Bu	� . Trong ph(Mng pháp SIMP, B3 chng c<a 
phTn tU i có thH B(ec n3i suy tv tenxM B3 chng BMn 
v� nh( sau: 

 
1 1 1

0 T 0
i 1 2 3i

1 1 1

k B C Bd d d
� � �

� � � �
 
 
  (9) 

Ma tr6n B3 chng ttng thH K thu B(ec tv B3 
chng c<a tvng phTn tU theo công thhc sau: 
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n n

i i 0
i 1 i 1

K(x) k (x) E (x)k
� �

� ��
 
� � �  (10) 

SU dKng khái ni>m ma tr6n B3 chng ttng thH 
BMn v�, ph(Mng trình (10) có thH B(ec vi@t lCi 
nh( sau: 

 
n n

i i i i 0
i 1 i 1

K(x) k (x ) E (x )k
� �

� ��
 
� � �  (11) 

K@t hep vAi ph(Mng trình (5), ta thu B(ec ma 
tr6n B3 chng ttng thH nh( sau:      

         � �� �
n

p i
min 0 min 0i

i 1

K(x) E x E E K
�

� � �
� �  (12) 

Véc tM chuyHn v� là nghi>m c<a ph(Mng trình sau: 

 K(x)U(x) F�� �  (13) 

Trong Bó, F là véc tM lGc 

2.3. T6i thi7u hóa 89 m:m d;o 
MKc tiêu c<a bài toán t'i (u hóa hình thái là 

tìm hàm phân b' v6t li>u x� , BH t'i thiHu hóa bi@n 
dCng c<a k@t cYu vAi Bi?u ki>n biên và tEi trIng 
cho tr(Ac. Nói cách khác, mKc tiêu c<a bài toán là 
t'i thiHu hóa B3 m?m dÀo c(x)� , hay t'i Ba hóa B3 

chng B(ec B�nh nghia nh( sau: 

 Tc(x) F U(x)�� �  (14) 

K@t hep vAi Bi?u ki>n ràng bu3c v? thH tích, 
bài toán t'i thiHu hóa B3 m?m dÀo có thH B(ec B�nh 
nghia nh( sau: 

Tìm � �T1 2 e nx x ,x ,..., x ,..., x��  t'i thiHu hóa B3 

m?m dÀo Tc(x) F U(x)�� �  th\a mãn Bi?u ki>n  

 
T

n

v(x) x v v 0;

x , {x : 0 x 1}

� � � �

	� � � 	 � �

� �

�
 

Trong Bó � �T
1 2 nv v ,v ,..., v� , véc tM thH tích 

c<a tvng phTn tU.  

3. VÍ D� ÁP D�NG 

F

a) b)F

L

H

W

H

W
L

x

y z

 

Hình 1: Mô hình hình h�c và �i�u ki�n biên c�a 
m�u d�m 3D s	 d
ng �� t�i 
u hóa hình thái 

Trong mKc này, hai ví dK dTm B(ec ti@n hành 
t'i (u hóa hình thái BH cho thYy hi>u quE c<a mô 
hình t'i (u hóa hình thái. Ví dK thh nhYt là dTm 

ch�u u'n ba BiHm (hình 1a), ví dK thh hai là dTm 
công son ch�u tEi trIng n BTu tG do (hình 1b). Â 
trCng thái ban BTu, các mzu dTm B(ec giE thi@t là 
các dTm BFc. H> s' Poisson c<a v6t li>u dTm B(ec 
lYy b8ng 0,3. Mô Bun Bàn hri và giá tr� lGc tác 
dKng B(ec lYy b8ng BMn v�. �H tránh ma tr6n B3 
chng b� suy bi@n, mô Bun Bàn hri c<a v6t li>u r!ng 
B(ec lYy b8ng  Emin = 10-9. 

3.1. D0m ch<u u6n ba 8i7m 
Mzu dTm ch�u u'n ba BiHm B(ec rfi rCc hóa 

b8ng các phTn tU l6p ph(Mng 8 nút, vAi s' l(eng 
phTn tU thH hi>n ph(Mng x, y, z lTn l(et là 60 � 10 
� 2. Hình 2 a, b, c thH hi>n k@t quE t'i (u hóa hình 
thái c<a dTm ch�u u'n 3 BiHm vAi tx l> thH tích lTn 
l(et là 30%, 50% và 70%. MFc dù có tx l> thH 
tích khác nhau nh(ng có thH nh6n thYy r8ng các 
mzu dTm B(ec t'i (u hóa hình thái v? k@t cYu 
giàn, vAi tính chYt B'i xhng. TCi BiHm BFt lGc 
nhìn chung hình thành các thanh chéo nh8m mKc 
Bích truy?n lGc v? hai g'i. TCi v� trí c<a g'i tGa 
các mzu dTm B(ec bo góc nh8m giEm hi>n t(eng 
t6p trung hng suYt.  

 

 Hình 2: T�i 
u hóa hình thái c�a d�m ch�u u�n 
3 �i�m v�i t� l� th� tích a) 30% b) 50%, c) 70% 

3.2 D0m công son 

 

Hình 3: T�i 
u hóa hình thái c�a d�m công son 
v�i t� l� th� tích a) 30% b) 50% c) 70% 
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Mzu dTm công son ch�u tEi trIng t6p trung 
B(ec rfi rCc hóa b8ng các phTn tU l6p ph(Mng 8 
nút, vAi s' l(eng phTn tU theo 3 ph(Mng x, y, z lTn 
l(et là 30 � 10 � 2. K@t quE t'i (u hóa hình thái 
c<a dTm công son ch�u tEi trIng t6p trung vAi tx l> 
thH tích 30%, 50% và 70% lTn l(et B(ec thH hi>n 
trên hình 3. MFc dù tx l> thH tích khác nhau nh(ng 
quan sát thYy r8ng các mzu dTm có m3t s' BiHm 
chung nh(: (i) Các mzu dTm B?u có xu h(Ang hình 
thành h> thanh xiên chính tv v� trí BFt tEi B@n g'i 
tGa, tCo ra B(fng truy?n lGc trGc ti@p nhYt, (ii) 
Vùng BFt tEi và g'i tGa B(ec gia c(fng b8ng các 
thanh dày hoFc góc bo tròn. 

4. K�T LU>N 
Nghiên chu trình bày mô hình t'i (u hóa hình 

thái 3D dGa trên phTn m?m mã ngurn mn top3D 
B(ec phát triHn bni Lui và Tovar [15]. Hai mzu 
dTm B(ec t'i (u hóa hình thái bao grm dTm ch�u 
u'n 3 BiHm và dTm công son ch�u lGc n BTu tG do 
vAi tx l> thH tích khác nhau 30% -50%-70%. Nhìn 
chung các k@t quE thu B(ec tv t'i (u hóa hình thái 
phù hep vAi cM ch@ truy?n lGc trong các mzu dTm. 
�ây là cM sn BTu tiên BH chúng tôi ti@p tKc phát 
triHn mô hình t'i (u hóa hình thái cho các bài toán 
khác nh( t'i (u hóa hình thái trong các cYu ki>n 
B(ec cYu tCo tv nhi?u v6t li>u thành phTn ch�u các 
tEi trIng phhc tCp, k@t hep t'i (u hóa hình thái vAi 
ph(Mng pháp tr(fng pha nh8m mô ph\ng sG lan 
truy?n v@t nht, Bánh giá khE n�ng làm vi>c c<a các 
cYu ki>n B(ec t'i (u hóa hình thái.   
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