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Tóm tắt:  Phương pháp phần tử hữu hạn là một 
phương pháp quan trọng, được sử dụng thường 
xuyên và không thể thiếu của người kỹ sư khi phân 
tích và thiết kế kết cấu. Tuy nhiên, khi sử dụng 
phương pháp phần tử hữu hạn để phân tích kết cấu 
có điều kiện biên đa bậc tự do luôn là một vấn đề khó. 
Vì vậy, trong bài báo này sẽ trình bày cách áp dụng 
thừa số Lagrange và phương pháp phần tử hữu hạn 
để giải bài toán kết cấu dàn phẳng có điều kiện biên 
đa bậc tự do chịu tải trọng tĩnh. 

Từ khóa: Phương pháp phần tử hữu hạn, Biên 
đa bậc tự do, Thừa số lagrange. 

Abstract: Finite element method (FEM) is now an 
important and frequently indispensable method of 
engineering analysis and design structure; However, 
using finite element method for ananysis of 
multifreedom equality constraints structures is 
always a difficult problem. Consequently, this paper 
will present combined finite element method and 
lagrange multiplier to analyse two demensional 
trusses with multi-freedom constraints under dead 
loads. 

Keywords: Finite Element Method; Multi-Free 
Constaints; Lagrange Multiplier. 

1. Đặt vấn đề 

Kết cấu dàn là kết cấu có rất nhiều ưu điểm như: 
tiết kiệm vật liệu, vượt khẩu độ lớn, nhẹ, kinh tế và 
đặc biệt về phương diện kiến trúc có thể tạo được 
nhiều hình dáng khác nhau. Vì vậy, kết cấu dàn là 
một trong những dạng kết cấu được sử dụng rộng 
rãi để xây dựng nhiều công trình trong nhiều ngành 
khác nhau như : công trình dân dụng và công nghiệp, 
công trình cầu đường,… 

Các kết cấu dàn trong thực tế thường có số 
lượng thanh dàn lớn và bậc siêu tĩnh cao, một trong 
những phương pháp mà các Kỹ sư thiết kế thường 
sử dụng để phân tích nội lực, chuyển vị của kết cấu 
dàn là phương pháp phần tử hữu hạn. Phương pháp 

phần tử hữu hạn là phương pháp rời rạc hóa kết cấu 
ra thành các phần tử liên kết với nhau tại các nút của 
phần tử, phương trình cân bằng cho toàn hệ kết cấu 
cuối cùng thường được đưa về viết dưới phương 
trình dạng ma trận. Các phép tính viết được dưới 
dạng ma trận thì có thể được thực hiện dễ dàng 
bằng các phần mềm tính toán toán học, nên việc giải 
bài toán có số ẩn lớn không còn là một vấn đề khó 
khi công nghệ thông tin điện tử phát triển như hiện 
nay. 

Các kết cấu thực tế thường có điều kiện biên rất 
đa dạng, một trong những dạng điều kiện biên là 
điều kiện biên làm cho chuyển vị thẳng tại nút biên 
chỉ có thể chuyển vị theo một phương cho trước, mà 
phương này không trùng với một trục tọa độ nào 
trong hệ trục tọa độ tổng thể. Điều này dẫn đến các 
nút biên này có các bậc tự do khác không nhưng 
không độc lập, mà với nhau ràng buộc nhau. Những 
nút biên có điều kiện như vậy được gọi là nút có điều 
kiện biên đa bậc tự do. Ví dụ cho kết cấu dàn chịu 
lực như hình 1, tại nút C trong hệ trục tọa độ tổng thể 
có 2 thành phần chuyển vị, nhưng hai thành phần 
này không độc lập với nhau mà ràng buộc nhau, nên 
nút C được gọi là nút có điều kiện biên đa bậc tự do.  

Việc phân tích kết cấu có điều kiên biên đa bậc 
tự do theo phương pháp phần tử hữu hạn luôn là 
một trong những vấn đề khó [7] và các tài liệu trình 
bày về phương pháp phần tử hữu hạn xuất bản tại 
Việt Nam tác giả cũng chưa thấy tài liệu nào trình 
bày [2,4,5]. Vì vậy trong nội dung bài báo này, tác giả 
sẽ trình bày cách áp dụng thừa số Lagrage để giải 
bài toán kết cấu có điều kiện biên đa bậc tự do theo 
phương pháp phần tử hữu hạn. 

2. Phương pháp thừa số Lagrage 

Phương pháp thừa số Lagrange là phương pháp 
để đưa bài toán quy hoạch toán học có ràng buộc về 
bài toán quy hoạch toán học không ràng buộc [3,10]. 

Ví dụ xét bài toán quy hoạch toán học: 
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Hàm mục tiêu: 1 2 nZ F(x ,x ,...,x ) min  (1a) 

Các ràng buộc:
        

j 1 2 ng (x ,x ,...,x ) 0 j 1 m;  
                   

(1b) 

Theo phương pháp thừa số Lagrange [3,10] thì 
bài toán quy hoạch toán học có ràng buộc trên sẽ 
tương đương với bài quy hoạch toán học không ràng 
buộc với: 

Hàm mục tiêu mở rộng:         
m

1 2 n j j 1 2 n
j 1

L(X, ) F(x ,x ,...,x ) .g (x ,x ,...,x ) min


    
     

                            (2) 

Trong hàm mục tiêu Lagrange L(X, ) , ta xem các thừa số Lagrange cũng là các ẩn số của bài toán, vì vậy 

điều kiện cần để hàm L(X, )  có cực trị là:   

                                              i

j

L 0 i 1 n;
x
L 0 j 1 m;

    
    


                                                                                    (3) 

Khai triển (3) ta được hệ phương trình gồm 

(n+m) phương trình độc lập, tương ứng với (n+m) ẩn 

là: 1 2 n 1 2 mx ,x ,...,x , , ,...,   . Giải hệ phương trình 

(3) sẽ tìm được giá trị các ẩn số của bài toán. 

3. Áp dụng thừa số Lagrange giải bài toán kết 

cấu dàn có điều kiện biên đa bậc tự do theo 

phương pháp phân tử hữu hạn 

Giả sử hệ kết cấu dàn được rời rạc ra thành m phần tử 

với tổng số bậc tự do của toàn hệ là n. Theo nguyên lý thế 

năng toàn phần [1,6,8,9], thế năng toàn phần của hệ là: 

               
m T TT T

ee e e e
e 1

1 ' H K ' H ' ' H F '
2

        


                        
(4) 

trong đó:  eK ' : là ma trận độ cứng của phần tử 

trong hệ trục tọa độ chung;  ' : là véctơ chuyển vị 

nút của toàn hệ trong hệ trục tọa độ chung;  e
F' : là 

tải trọng tác dụng nút của phần tử trong hệ trục tọa 

độ chung;  TeH : là ma trận định vị phần tử trong hệ 

kết cấu. 

Khi bài toán không có điều kiện biên đa bậc tự do, 
thì dựa vào nguyên lý dừng thế năng toàn phần của 
hệ kết cấu ta xây dựng được phương trình cân bằng 
cho toàn hệ kết cấu có dạng: 

                              K ' ' F '                                (5) 

trong đó: 

 

' ' '
11 12 1n
' ' '
21 22 2n

' ' '
n1 n2 nn

k k k
k k k

K ' ;

k k k

 
 
 
 
 
  





   



       

   T
1 2 n' ' ' ... ' ;             

     T
1 2 nF' F ' F ' ... F '  

Khi tại một biên nào đó của kết cấu dàn phẳng có điều kiện biên đa bậc tự do và giả sử gọi ' '
i i 1,    lần lượt 

là các số hiệu bậc tự do tại nút biên, thì lúc đó: 
' '
i 0 i 1k . 0   

                                                                    
(6) 

Như vậy khi áp dụng nguyên lý dừng thế năng toàn phần vào bài toán, ta sẽ được bài toán quy hoạch toán 

học có ràng buộc: 

Hàm mục tiêu: 

               
m T TT T

ee e e e
e 1

1 ' H K ' H ' ' H F' min
2

         
                 (7) 
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Điều kiện ràng buộc:
        

' '
i 0 i 1g( ') k . 0     

                                                                                            
(8) 

Áp dụng phương pháp thừa số Lagrange đã trình bày ở mục 2 vào, sẽ đưa bài toán quy hoạch toán học có 

ràng buộc đưa về bài toán quy hoạch toán học không ràng buộc bằng các thêm ẩn số là thừa số Lagrange, 

hàm Lagrange của bài toán lúc này là: 

                 
m T TT T ' '

i 0 i 1ee e e e
e 1

1L ' H K ' H ' ' H F' k . min
2 



            
       (9) 

Số ẩn số của bài toán lúc này sẽ thêm 1 ẩn số so với số ẩn số ban đầu. Như vậy bài toán lúc này có (n+1) 

ẩn số:       T
1 2 n' ' ' ... '       

Từ biểu thức (9) ta có:         
  

     
  

       

T

1 2 n 1 n

LL L L L L... 0
' ' ' ' '

                                     

(10) 

Từ điều kiện (10) ta sẽ được phương trình: 

' ' ' ' ' '
11 1i 1(i 1) 1n 1 1

' ' ' ' ' '
i1 ii i(i 1) in i i

' ' ' ' '
(i 1)1 (i 1)i (i 1)(i 1) (i 1)n 0 i 1 i 1

' ' ' ' '
n1 ni n(i 1) nn n

0

k k k k 0 F

k k k k 1 F
k k k k k F

k k k k 0
0 1 k 0 0





      



   
   
   
   
   

  
  
  
  
     

 

      

 

 

     

 

 

'

'
nF

0

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



                     

 

 (11) 

 

Như vậy khi giải bài toán kết cấu dàn phẳng có 
một biên nào đó có điều kiện biên đa bậc tự do, giả 
sử gọi ' '

i i 1,    lần lượt là các số hiệu bậc tự do tại nút 
biên và có điều kiện ràng buộc (6) lúc đó  phương 
trình cân bằng cho toàn hệ có kể đến một điều kiện 
biên đa bậc tự do được viết dưới dạng ma trận như 
biểu thức (11). Theo biểu thức này, ma trận độ cứng 
của kết cấu khi kể đến một điều kiện biên đa bậc tự 
do được mở rộng thêm một hàng và một cột so với 
ma trận độ cứng của kết cấu khi chưa kể đến điều 
kiện biên đa bậc tự do. Các thừa số trong hàng và cột 
được mở rộng của ma trận độ cứng được xác định 
như sau: ' '

n 1,i i,n 1k k 1;   ' '
n 1,i 1 i 1,n 1 0k k k     , các 

thừa số còn lại bằng “0”. Véctơ tải trọng tác dụng nút 
được mở rộng thêm một hàng, giá trị thừa số trong 
véctơ tải trọng tác dụng tại hàng được mở rộng thêm 

là '
n 1F 0  . 

Mở rộng ra khi hệ có r điều kiện biên đa bậc tự do 
thì ma trận độ cứng sẽ mở rộng thêm r hàng, r cột; 
véctơ chuyển vị, véctơ tải trọng tác dụng nút thêm r 
hàng và các giá trị tại các cột và hàng trong các ma 
trận được mở rộng được xác định tương tự như với 
hệ có một điều kiện biên đa bậc tự do.  

4. Một số ví dụ phân tích 

Ví dụ 1: Cho kết cấu dàn chịu lực như hình 1, 
biết: Mô đun đàn hồi vật liệu của các thanh: 

  4 2E 2.10 kN / cm ; diện tích mặt cắt ngang các 
thanh:   2A 10 cm ; tải trọng tác dụng: P= 10 (kN). 
Hãy xác định các thành phần chuyển vị tại các nút và 
nội lực trong các thanh dàn. 
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Hình 1. Ví dụ 1                                                   Hình 2. Số hiệu bậc tự do và phần tử 

Lời giải: 

Kết cấu dàn được rời rạc hóa thành các phần tử. Số hiệu phần tử và số hiệu mã bậc tự do của các thành 

phần chuyển vị tại các nút trong hệ tọa độ chung được đánh số như hình 2. 

Phương trình cân bằng toàn hệ khi chưa kể đến điều kiện biên đa bậc tự do tại C:    

      
     
     
              
       
     
     

         

B

B

C

C

D

D

u 0512 đx
v 00 954,667
u 00 192 756
v 0256 144 192 144
u 0192 0 500 0 1000
v 100 666,667 0 0 0 666,667

 

Điều kiện biên tại biên C:        0
3 4tan30 . ' ' 0  

Vì vậy, khi kể đến điều kiện biên đa bậc tự do tại C thì ma trận độ cứng, ma trận tải trọng trong phương 

trình cân bằng của toàn hệ được mở rộng thêm. Sau khi mở rộng thêm, phương trình cân bằng toàn hệ được 

viết lại như sau: 

  
    
    
         

                                      

B

B

C

C

D

D

512 đx u 0
0 954,667 v 0
0 192 756 u 0
256 144 192 144 v 0

192 0 500 0 1000 u 0
0 666,667 0 0 0 666,667 v 10

3 00 0 1 0 0 0
3

 

Kết quả phân tích các thành phần chuyển vị và nội 
lực của bài toán như sau: 

B

B

C

C

D

D

u 0,0043(cm)
v 0,0404(cm)
u 0,0151(cm)

;
v 0,0087(cm)
u 0,0076(cm)
v 0,0554(cm)

   
      
         
   
   
   

     

 

1

2

3

4

5

N 8,333(kN)
N 8,333(kN)
N 3,780(kN)
N 3,780(kN)
N 10(kN)
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Hình 3. Hình dạng kết cấu dàn trước và sau khi biến dạng 
Để kiểm tra độ chính xác của kết quả phân tích, tác giả đã so sánh kết quả phân tích theo phương pháp đề 

xuất trong bài báo với kết quả phân tích bằng phương pháp tách mắt và được thể hiện như bảng 1: 
 

(cm) 

(cm) Tr í c biÕn d¹ng
Sau biÕn d¹ng
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Bảng 1. Bảng so sánh kết quả nội lực 
Nội lực 

1N (kN)  2N (kN)  3N (kN)  4N (kN)  5N (kN)  
Phương pháp PTHH -8,3333 -8,3333 3,7799 3,7799 10 

Phương pháp tách mắt -8,3333 -8,3333 3,7799 3,7799 10 
Theo kết quả so sánh (trong bảng 1) thấy: Khi áp dụng thừa số Lagrange để giải bài toán kết cấu dàn có 

điều kiện biên đa bậc tự do theo phương pháp phần tử hữu hạn cho kết quả là trùng khớp. 

Ví dụ 2: Cho kết cấu chịu lực như hình 4 biết: các thanh có mô đun đàn hồi:  4 2E 2.10 kN / cm ; diện tích 

mặt cắt ngang các thanh là:  2A 18 cm   2A 18 cm ; tải trọng tác dụng:  P 20 kN . Hãy xác định nội 

lực trong các thanh. 

Px'

(3,4)
P

(9,10)
P

(17,18)

P

2

20

4

21

6

810

(4,6)

12
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(19,20)

19

y' 
(0,0)

(13,14)(21,22)

3

16

5

17
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9

(1,2)

11

(7,8)
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(15,16)

14
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1m

1m
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Hình 4. Ví dụ 2 

Lời giải 

Kết cấu dàn được rời rạc hóa thành các phần tử. Số 

hiệu phần tử và số hiệu mã bậc tự do của các thành 

phần chuyển vị tại các nút trong hệ tọa độ chung 

được đánh số như hình 4. 

Điều kiện biên đa bậc tự do tại A :         
0

1 2tan30 . ' ' 0     

Điều kiện biên đa bậc tự do tại C :         11 12' ' 0     

Phương trình cân bằng toàn hệ sau khi kể đến điều 

kiện biên tại A và B: 

' ' ' ' ' 0
1,1 1,2 1,11 1,12 1,22
' ' ' ' '
2,1 2,2 2,11 2,12 2,22

' ' ' ' '
11,1 11,2 11,11 12,12 11,22
' ' ' ' '
12,1 12,2 12,11 12,12 12,22

' ' ' ' '
22,1 22,2 22,11 22,12 22,22

0

k k k k k tan30
k k k k k 1

k k k k k 0
k k k k k 0

k k k k k 0
tan30 1 0
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' '
12 12

' '
22 22
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1F
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22F
230 0 0 0

    
        
    
    
              

    
         
         

 

 



 

Phương trình cân bằng toàn hệ sau khi kể đến điều kiện biên tại A, B và C : 
'' ' ' ' 0
11,1 1,2 1,11 1,12
'' ' ' '
22,1 2,2 2,11 2,12

'' ' ' '
1111,1 11,2 11,11 12,12
'' ' ' '
1212,1 12,2 12,11 12,12

0
1

k k k k tan30 0
k k k k 1 0

k k k k 0 1
k k k k 0 1

tan30 1 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0
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Giải phương trình trên sẽ xác định được các thành phần chuyển vị tại các nút, sau khi xác định được các 
thành phần chuyển vị sẽ xác định được nội lực trong các thanh và kết quả nội lực trong các thanh dàn được 
thể hiện như bảng 2. 

Bảng 2. Kết quả nội lực trong các thanh dàn 
Thanh 1 2 3 4 5 6 7 
N(kN)  8,281 8,281 -12,531 -20,812 0 0 -27,710 

Thanh 8 9 10 11 12 13 14 
N(kN)  -19,188 -19,188 -19,188 -19,188 -27,710 20 0 

Thanh 15 16 17 18 19 20 21 
N(kN)  -40,812 0 20 -0,574 28,859 28,859 -0,574 

Kết quả hình dáng kết cấu dàn trước và sau khi biến dạng được thể hiện như hình 5. 
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Hình 5. Hình dạng kết cấu dàn trước và sau khi biến dạng 

5. Kết luận 
Qua các nội dung trình bày trong bài báo, có thể 

rút ra các kết luận sau đây: 

- Việc áp dụng thừa số Lagrange để giải bài toán 
phân tích tuyến tính kết cấu dàn phẳng có điều kiện 
biên đa bậc tự do chịu tải trọng tĩnh tương đối đơn 
giản do không phải thay đổi lại giá trị các số hạng 
trong ma trận độ cứng, véctơ tải trọng tác dụng nút. 

- Kết quả phân tích tuyến tính bài toán kết cấu 
dàn phẳng có điều kiện biên đa bậc tự do chịu tải 
trọng tĩnh khi áp dụng phương pháp thừa số 
Lagrange là tin cậy. Vì vậy, phương pháp trình bày 
trong nội dung bài báo có thể áp dụng phân tích tĩnh, 
tuyến tính kết cấu dàn có các điều kiện biên đa bậc 
tự do khác nhau. 
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