KET CAU — CONG NGHE XAY DUWNG

AP DUNG THWA SO LAGRANGE PHAN TiCH KET CAU DAN PHANG
CO PIEU KIEN BIEN DA BAC TY DO CHIU TAI TRONG TINH

TS. PHAM VAN DAT
Trwdng Pai hoc Kién trac Ha Noi

Toém tat: Phuong phép phén t& hiu han la mot
phwong phap quan trong, dwoc st dung thwong
xuyén va khéng thé thiéu cua nguoi ky sw khi phan
tich va thiét ké két c4u. Tuy nhién, khi s dung
phuong phép phén tir hdu han dé phan tich két c4u
¢6 diéu kién bién da bac tw do ludn 1a mot vén dé khé.
Vi vay, trong bai bao nay sé trinh bay cach ap dung
thira s6 Lagrange va phuwong phép phén td hitu han
dé giai bai toan két c4u dan phdng cé diéu kién bién
da béc tw do chju tai trong tinh.

Tw khéa: Phuong phép phén td hdu han, Bién
da béac tw do, Thira sé lagrange.

Abstract: Finite element method (FEM) is now an
important and frequently indispensable method of
engineering analysis and design structure; However,
using finite element method for ananysis of
multifreedom equality constraints structures is
always a difficult problem. Consequently, this paper
will present combined finite element method and
lagrange multiplier to analyse two demensional
trusses with multi-freedom constraints under dead
loads.

Keywords: Finite Element Method; Multi-Free
Constaints; Lagrange Multiplier.

1. D&t van dé

Két cAu dan 1a két cAu co rat nhiéu wu diém nhu:
tiét kiem vat liéu, vwot khau dd I&n, nhe, kinh té va
dac biét vé phwong dién kién trac c6 thé tao dwoc
nhiéu hinh dang khac nhau. Vi vay, két cdu dan la
mét trong nhitng dang két cidu dwoc st dung rong
rai dé xay dwng nhiéu céng trinh trong nhiéu nganh
khac nhau nhv : cong trinh dan dung va céng nghiép,
cong trinh cau duong, ...

Céac két cu dan trong thuc té thwdng cé sb
lwgng thanh dan I&n va bac siéu tinh cao, mét trong
nhirtng phwong phap ma cac Ky su thiét ké thuong
st dung dé phan tich néi lwc, chuyén vi cta két cau
dan la phwong phap phan t& hivu han. Phwong phap
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phan t& hiru han 1a phwong phap réi rac héa két cau
ra thanh cac phan t& lién két véi nhau tai cac nat cla
phan tt, phwong trinh can bang cho toan hé két cau
cubi cung thwong dwoc dua vé viét dwdi phuong
trinh dang ma tran. Cac phép tinh viét dwoc dudi
dang ma tran thi c6 thé dwoc thuc hién dé& dang
bang cac phan mém tinh to4n toan hoc, nén viéc giai
bai toan c6 sb an I&n khéng con 1a mét van dé kho
khi céng nghé théng tin dién t& phat trién nhw hién
nay.

Céc két cAu thuc té thworng co diéu kién bién rat
da dang, mét trong nhitng dang diéu kién bién |a
diéu kién bién lam cho chuyén vi thdng tai nat bién
chi c6 thé chuyén vi theo mét phwong cho trwéc, ma
phwong nay khong trung v&i mét truc toa do nao
trong hé truc toa do tbng thé. Diéu nay dan dén céac
nat bién nay cé cac bac ty do khac khéng nhwng
khéng déc Iap, ma véi nhau rang budc nhau. Nhirng
nat bién co diéu kién nhw vay duoc goi la nat cé diéu
kién bién da bac tw do. Vi du cho két cAu dan chiu
lwe nhw hinh 1, tai nat C trong hé truc toa do téng thé
c6 2 thanh phan chuyén vi, nhwng hai thanh phan
nay khéng doc lap v&i nhau ma rang budc nhau, nén
nat C dwoc goi la nat cé diéu kién bién da bac tw do.

Viéc phan tich két cu cé diéu kién bién da bac
tw do theo phwong phap phan ti hitu han ludn la
mét trong nhing van dé kho [7] va céc tai liéu trinh
bay vé phuong phap phan t& hivu han xuét ban tai
Viét Nam tac gia ciing chwa thay tai liéu nao trinh
bay [2,4,5]. Vi vay trong ndi dung bai bao nay, tac gia
sé trinh bay cach ap dung thira sb Lagrage dé giai
bai toan két cAu cé diéu kién bién da bac ty do theo
phwong phap phan ti hiru han.

2. Phwong phap thira s6 Lagrage

Phuwong phap thira sb Lagrange la phwong phap
dé dwa bai toan quy hoach toan hoc c6 rang budc vé
bai toan quy hoach toan hoc khéng rang buéc [3,10].

Vi du xét bai toan quy hoach toan hoc:
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Ham muc tiéu: Z =F(X;, X,,...,X,) = min (1a)

Theo phwong phéap thira sb Lagrange [3,10] thi
bai toan quy hoach toan hoc c6 rang budc trén sé

Céc rang budc: t g (i bai Hoach toAn hoc khong r2
: . wong dwong vaéi bai quy hoach toan hoc khong ran
gj(xl,xz,...,xn)zo j=1+m; (1b) - g’_ 9 quy noz i g rang
budc v&i:
Ham muc tiéu mé rong: LOX,A) = F(Xy, X000 X, )+ DA G5(Xpy X ey X, ) = MIN 2)
=1

Trong ham muc tiéu Lagrange L(X,1), ta xem cac thira sb Lagrange ciing la cac an sb cla bai toan, vi vay

diéu kién can dé ham L(X,A) c6 cuc trj la:

oL

—=0 i=1l+n;
OX,
i=0 j=1+m;
OA,

Khai trién (3) ta dwoc hé phwong trinh gbém
(n+m) phwong trinh ddc 1ap, twong &ng véi (n+m) an
[&: X3, X500 Xy Ay Ay, Ay, . Gidi hé phuong trinh
(3) s& tim dwoc gia tri cac an sb cla bai toan.

3. Ap dung thira sé Lagrange giai bai toan két

3)

cau dan cé diéu kién bién da bac tw do theo
phwong phap phan tir hiru han

Gia str hé két ciu dan duorc rdi rac ra thanh m phan to
Vi tdng sb bac tw do clia toan hé & n. Theo nguyén ly thé

n&ng toan phan [1,6,8,9], thé nang toan phan ctia hé la:

=35 26y LI . 1) - (57 T 7, | @

trong do: [K']_: 1a ma tran d6 ctng clia phén to
trong hé truc toa d6 chung; {8'} : 1a vécto chuyén vi
nudt ctia toan hé trong hé truc toa dd chung; {F'}e 1a
tai trong tac dung nat cha phan t& trong hé truc toa

do chung; [H]Z: l& ma tran dinh vi phan t& trong hé

trong do:
kK, K K,

k=) e el ey
G K e K

két cAu.

Khi bai toan khéng co diéu kién bién da bac tw do,
thi dwa vao nguyén ly dirng thé ndng toan phan cla
hé két cAu ta xay dung duwoc phwong trinh can bang
cho toan hé két cu c6 dang:

[K{8} =1{F} (5)

Khi tai mot bién nao dé cla két cau dan phang cé diéu kién bién da bac tw do va gia st goi 5,5, lan luot

|& cac sb hiéu bac tw do tai nat bién, thi luc dé:

5 +k,8,, =0 (6)

Nhw vay khi 4p dung nguyén ly dirng thé nang toan phan vao bai toan, ta sé dwoc bai toan quy hoach toan

hoc c6 rang budc:

Ham muc tiéu:

-3 2 ML LI - 6) L F) [>min @
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Diéu kién rang budc: 9(8) =38 +k,5,=0

(8)

Ap dung phwong phap thira sé Lagrange da trinh bay & muc 2 vao, sé dwa bai toan quy hoach toan hoc cé

rang budc dwa vé bai toan quy hoach toan hoc khéng rang budc bang cac thém an sé l1a thira sb Lagrange,

ham Lagrange cua bai toan lic nay la:

L= Y LKL L 57 0 L), |25 + o) >min - @

Sb &n sb cla bai toan lic nay sé thém 1 &n sb so véi sb &n sb ban dau. Nhw vay bai toan IGc nay cé (n+1)

Gnsé: {80 ={5% &, .. &, A}
;
T biéu thire (9) ta co: oL _Jjo o b ol (10)
o{8'} (o8, o8, o', 88" o
Tw diéu kién (10) ta sé& dwoc phwong trinh:
Kia Ky Ky kn O[[8 | [FR
k, ... Kk k. k, 1]|8& F
k(i+1)1 b k(i+1)i k(i+1)(i+1) k(i+1)n kO 6|+1 = I:|+1 (11)
k;11 km k (i+1) knn 0 6n I:n
| O 1 k 0 O0][x 0
Nhw vay khi gidi bai toan két cdu dan phdngcé 1aF _ =0.

mot bién nao d6 co diéu kién bién da bac tw do, gia
st goi §,,8,,, lan lwot 1a cac sé hiéu bac ty do tai nat
bién va cé diéu kién rang budc (6) luc d6 phwong
trinh can bang cho toan hé c6 k& dén mot diéu kién
bién da bac tw do dwoc viét duwéi dang ma tran nhw
biéu thirc (11). Theo biéu thirc nay, ma tran dé cirng
cta két clu khi ké dén mot diéu kién bién da bac tw
do dwgc m& rong thém mot hang va moét cot so voi
ma tran d6 cing clha két cAu khi chwa ké& dén diéu
kién bién da bac tw do. Cac thira sb trong hang va cot
dwgc mé réng clia ma tran do cirng dwoc xac dinh
nhw sau: k;1+Li = k;,n+1 =T k;1+1i+1 = k;+1,n+1 = k0 , cac
thira s6 con lai bang “0”. Vécto tai trong tac dung nut
dwoc mé réng thém mat hang, gia tri thira sb trong
vécto tai trong tac dung tai hang dwgc mé réng thém
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M@ rong ra khi hé c6 r diéu kién bién da bac tw do
thi ma tran d6 cirng sé mé réng thém r hang, r cot;
vécto chuyén vi, vécto tai trong tac dung nat thém r
hang va cac gia tri tai cac c6t va hang trong cac ma
tran dwgc mé roéng dwgc xac dinh twong tw nhw véi
hé c6 mot diéu kién bién da bac tw do.

4. Mét sé vi du phan tich

Vi du 1: Cho két ciu dan chiu lwc nhw hinh 1,
biét: Md6 dun dan hdi vat lieu cha cac thanh:
E=2.10" kN/cmz); dién tich m&t cat ngang céac
thanh: A =1O(Cm2) : tai trong tac dung: P= 10 (kN).
Hay x&c dinh cac thanh phan chuyén vi tai cac nat va
ndi lyc trong cac thanh dan.

35



KET CAU — CONG NGHE XAY DUWNG

3m

Hinh 1. Vidu 1

L&i giai:

Hinh 2. Sé hiéu bac tw do va phan td

Két ciu dan dwoc rdi rac héa thanh cac phan tir. S hiéu phan tlr va s hiéu ma bac tw do cla cac thanh

phan chuyén vi tai cac nat trong hé toa d6 chung dwoc danh sé nhw hinh 2.

Phuwong trinh can bang toan hé khi chwa ké dén diéu kién bién da bac ty do tai C:

512
0
0
—256
192
0

Diéu kién bién tai bién C:

(ax) | [ug 0

954,667 Vg 0
-192 756 u.| | o
~144  -192 144 vel ] O
0 -500 0 1000 Up 0
666,667 O 0 O 666,667 ]|v,] |-10

tan30°5',-8', =0

Vi vay, khi k& dén diéu kién bién da bac tw do tai C thi ma tran dd cing, ma tran tai trong trong phuong

trinh can bang cla toan hé dwoc mé rong thém. Sau khi mé réng thém, phuwong trinh can bang toan hé dwoc

viét lai nhw sau:

[ 512
0 954,667
0 ~192
—256  -144
192 0
0 -666,667
0 0

756
-192 144
-500 O
0 0
B
3

1000
0

Két qua phan tich cac thanh phan chuyén vi va néi

Iwc clha bai toan nhw sau:
Uy 0,0043(cm)
B —0,0404(cm)
0,0152(cm)
0,0087(cm)
b 0,0076(cm)
b —0,0554(cm)

(¢}

(¢}

< € < © <

1

N

3

4

N
N
N
N
N

5

-8,333(kN)
-8,333(kN)
3,780(kN)
3,780(kN)
10(kN)

ax) |
CRIT
Vg 0
Uc 0
Ver=41 0
666,667 o 0
' Vg -10
0 0 A 0
]
300 (Cm) //T\\

— — Tr-icbihd'ng
Sau biOh dtng
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Hinh 3. Hinh dang két cdu dan trwéc va sau khi bién dang
Dé kiém tra do chinh x&c cta két qua phan tich, tac gia da so sanh két qua phan tich theo phwong phap dé

XUt trong bai béo véi két qua phan tich bang phwong phap tach mat va dwoc thé hién nhw bang 1:
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Bang 1. Bang so sanh két qua néi lyc

Noi |
= N, (kN) [ N, (kN) [ N, (kN) | N, (kN) | Ny(kN)
Phuwong phap PTHH -8,3333 -8,3333 3,7799 3,7799 10
Phuwong phap tach mat -8,3333 -8,3333 3,7799 3,7799 10

Theo két qua so sanh (trong bang 1) thay: Khi &p dung thira sé Lagrange dé giai bai toan két ciu dan c6
diéu kién bién da bac tw do theo phwong phap phan ti hiru han cho két qua la tring khép.

Vi dy 2: Cho két cAu chiu lwc nhw hinh 4 biét: cac thanh c6 m dun dan hdi: E = 2.10* (kN/cm? ) ; dién tich

mat cat ngang cac thanh la: A :18(cm2) A= 18(cm2) ; tai trong tac dung: P = 20(kN) . Hay xac dinh ni

Iwc trong céac thanh.

(21,22) (19,20) (17,18) [y (15,16) (13,14)

(12
y' 30 [11(3,4)
L)x‘
4|' 1m 4|'
Hinh 4. Vidu 2
L&i giai Piéu kién bién da bac tw do tai A:

Két ciu dan dworc roi rac hoa thanh cac phan ti. S
hiéu phan t& va sb hiéu ma bac tw do cla cac thanh
phan chuyén vi tai cac nat trong hé toa d6 chung

dwoc danh s nhw hinh 4.

k;l.,l k;,z e k;l.,ll knz
kz,l kz,z o kz,ll kz,lz
k;l.l,l kvlj,z o k;I.Lll k'l2,12
klz,l k12,2 o k12,11 klz,lz
kvzz,l kéz,z e k'22,ll klzz,lz
[tan30° 1 - 0 0

tan30°5',+38', =0
Diéu kién bién da bac ty do tai C : 5',-6',=0
Phwong trinh can bang toan hé sau khi ké dén diéu

kién bién tai Ava B:

K, tan30°][s, F]1
K2, 1 8, F |2
k;I.ZLZZ 0 8ll — Fll 11
k12,22 0 812 FlZ 12
k'22,22 0 822 FZZ 22
0 0 || 023

Phuong trinh can bang toan hé sau khi k& dén diéu kién bién tai A, BvaC:

ki Ky Kin  Ki
kz,l kz,z o kz,ll kz,lz
k;l.l,l kvlj,z o k;l.l,ll k'12,12
klz,l k12,2 o k12,11 k12,12
tan30° 1 - O 0
| 0 o - 1 -1
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tan30° 08| [F]|1
1 0|8,
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Giai phwong trinh trén sé xac dinh dwoc cac thanh phan chuyén vi tai cAc nat, sau khi xac dinh dwoc cac
thanh phan chuyén vi sé& xac dinh dwoc ndi luc trong cac thanh va két qua ndi luc trong cac thanh dan dwoc
thé hién nhw bang 2.

Bang 2. Két qua néi lyc trong céc thanh dan

Thanh 1 2 3 4 5 6 7
N(kN) 8,281 8,281 -12,531 -20,812 0 0 -27,710
Thanh 8 9 10 11 12 13 14
N(kN) -19,188 -19,188 -19,188 -19,188 -27,710 20 0
Thanh 15 16 17 18 19 20 21
N(kN) -40,812 0 20 -0,574 28,859 28,859 -0,574

Két qua hinh dang két cdu dan trwéc va sau khi bién dang dwoc thé hién nhw hinh 5.

100 - — — Tr-icbhiGhd'ng

—— Sau biOhrding

50

[ 1
0 100 200

1
300

[ [ |
400 500 600 (cm)

Hinh 5. Hinh dang két cdu dan trudc va sau khi bién dang

5. Két luan

Qua céac ndi dung trinh bay trong bai bao, cé thé
rat ra cac két luan sau day:

- Viéc ap dung thira sb Lagrange dé giai bai toan
phan tich tuyén tinh két cAu dan phéng c6 diéu kién
bién da bac tw do chiju tai trong tinh twong dbi don
gian do khéng phai thay déi lai gia tri cac sb hang
trong ma tran do clrng, vécto tai trong tac dung nut.

- Két qua phan tich tuyén tinh bai toan két ciu
dan phang cé diéu kién bién da bac tw do chiu tai
trong tinh khi 4p dung phuwong phap thira sb
Lagrange la tin cay. Vi vay, phwong phap trinh bay
trong ndi dung bai béo c6 thé ap dung phan tich tinh,
tuyén tinh két cu dan c6 céac diéu kién bién da bac
tw do khac nhau.
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