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Tóm tắt: Phương pháp phân tích giới hạn tiếp cận từ cận trên (Upper bound) được sử dụng để tính toán 
sức chịu tải của móng nông đặt trên mái dốc. Đất nền được giả định ứng xử dẻo lý tưởng theo tiêu chuẩn bền 
Morh-Coulomb và luật chảy dẻo kết hợp. Phương pháp phần tử hữu hạn trơn dựa trên miền (CS – FEM) được 
dùng để xấp xỉ trường chuyển vị. Cơ chế trượt của nền đất cũng như sức chịu tải cực hạn của móng nông đặt 
trên mái dốc được xác định bằng chương trình tối ưu Mosek. 

Abstract: In this paper, upper bound limit analysis is applied to investigate the bearing capacity of strip 
footing placed on slope. The soil is modeled by well–known Mohr-Coulomb failure critertion with the associated 
flow rule. The cell-based smoothed finite element method (CS-FEM) is used to approximate displacement field. 
By utilising  the Mosek program, failure mechanism and bearing capacity of shallow foundation resting on the 
slope are determined. 

1. Giới thiệu 

 Việc xác định sức chịu tải của móng nông đặt trên mái dốc là vấn đề rất phức tạp bởi vì nó không những 
phụ thuộc vào các thông số của nền đất giống như trong trường hợp móng đặt trên mặt đất nằm ngang mà còn 
phụ thuộc vào sự ổn định của mái dốc. Có hai phương pháp chính được sử dụng để giải quyết vấn đề này là: 
phương pháp cân bằng giới hạn cân bằng giới hạn, như Meyerhof (1957) [1] đề nghị, và phương pháp phân 
tích giới hạn dựa trên định đề ổn định do Drucker [2] đề xuất năm (1950). Phân tích giới hạn là một lý thuyết rất 
mạnh có thể sử dụng cho các bài toán ổn định như ổn định mái dốc, sức chịu tải của nền, áp lực đất lên tường 
chắn đảm bảo sự nghiêm ngặt về mặt cơ học. Nhờ sự phát triển của máy tính điện tử, phương pháp số, và lý 
thuyết tối ưu đã mở ra khả năng mới cho lý thuyết phân tích giới hạn. Trên thế giới, phương pháp phân tích giới 
hạn được sử dụng rộng rãi để giải quyết các bài toán địa kỹ thuật mà nổi bật như tác giả S.W.Sloan [3]. Ở Việt 
nam, hiên nay phương pháp này mới được tiếp cận để giải quyết một số bài toán ổn định trong lĩnh vực địa kĩ 
thuật. Gần đây, trong luận văn Thạc sĩ [8], ThS. Nguyễn Chánh Hoàng đã sử dụng lý thuyết phân tích giới hạn 
kết hợp với phương pháp số (FEM và ES-FEM) để giải quyết một số bài toán ổn định như sức chịu tải của nền, 
ổn định mái dốc. Vì kết quả phân tích giới hạn phụ thuộc rất nhiều vào kết quả xấp xỉ trường biến dạng, nên 
trong bài báo này tác giả sẽ sử dụng lý thuyết phân tích giới hạn kết hợp với một phương pháp số khác, 
phương pháp phần tử hữu hạn dựa trên miền (CS-FEM) để phân tích bài toán sức chịu tải của móng nông đặt 
trên mái dốc. Kết quả thu được sẽ được so sánh với kết quả phân tích của ThS. Nguyễn Chánh Hoàng với ES-
FEM, kết quả phân tích của J.S.Shaiu [6] với FEM T3, và kết quả phân tích bằng phần mềm Plaxis của tác giả 
bài báo.  

2. Đặt vấn đề 

Cho một móng nông đặt trên mái dốc như Hình 1. Móng có bề rộng B đặt trên mái dốc với góc dốc β, với 
chiều cao H, khoảng cách từ mép móng đến đỉnh mái dốc là L. Đất nền được giả định là đồng nhất và ứng xử 
theo tiêu chuẩn đàn – dẻo lý tưởng Morh-Coulomb.  
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Hình 1. Mô hình hình học bài toán móng đặt trên mái dốc 

Sức chịu tải cực hạn dưới dạng không thứ nguyên của móng nông đặt trên mái dốc có dạng như sau:  

, , , ,up L c q Hf
B B B B B


  

 
  

 
                                               (1)                           

Với:  p là sức chịu tải cực hạn tác động lên móng (kN/m2), q là phụ tải hông (kN/m2), γ là trọng lượng riêng 
của đất, và cu là lực dính không thoát nước. Lưu ý: H/B = 3 được sử dụng trong tất cả các phân tích để sự phá 
hủy xảy ra ở trên chân mái dốc. Câu hỏi đặt ra là cơ chế trượt và sức chịu tải cực hạn tương ứng của móng 
trong trường hợp này như thế nào? 

3. Tóm tắt phương pháp phần tử hữu hạn trơn dựa trên miền (CS-FEM) [7] 

Trong phương pháp phần tử hữu hạn trơn CS-FEM, ta chia miền 
e  thành những miền "trơn" 

e
C con, 

được định nghĩa : 

 e e e e
1 2 nc...      , như Hình 2. 

 
Hình 2. Miền trơn được chia dựa trên phần tử tam giác, tứ giác và ngũ giác 

Biến dạng trơn tại một phần tử Ωe  bất kỳ thu được như sau:  

    ( ) ,  


  
e
C

C Cx x x x x d                                       (2)                       

Trong đó φ là hàm trơn thỏa mãn đặc trưng bên dưới  

Φ > 0 và 1
e
C

d


                                                                              (3)                                

Để đơn giản , hàm trơn φ được giả định là từng hàm hằng số và được cho bởi: 
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Trong đó AC là diện tích tấm trơn Ωe
C 

 

Hình 3. Hình dạng xác định của miền trơn 

    Phương pháp phần tử hữu hạn của trường chuyển vị, dạng trơn của gia tốc biến dạng có thể được tính 
toán nhanh như sau 
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    Trong đó: 
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   Với:
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     Trong đó ,IN 
  là dạng trơn của hàm dạng ,IN  (Hình 3); ns là số lượng cạnh của tấm trơn ΩC biểu diễn 

trong hình 2; k
Cx  là điểm Gauss (điểm giữa) của cạnh biên k

C  với chiều dài lk  và ma trận bề mặt thông thường 
nk.

 4. Công thức phân tích giới hạn rời rạc dựa trên miền CS-FEM [4] 

4.1.  Công thức phân tích giới hạn cận trên 

Ta xem vật thể cứng - dẻo tuyệt đối trong miền 2
e

    với biên  ,với lực thể tích g và lực trên biên t. 

Điều kiện biên ràng buộc về chuyển vị 
u

 được thiết lập,
u t

    , 
u t

    . Theo lý thuyết cận trên, kết 
cấu bị sụp đổ khi và chỉ khi tồn tại trường khả dĩ động u U , sao cho: 
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0{ : , ( ) 0}u extU u u u x W u               (14) 

Gọi   là hệ số tải trọng sụp đổ của lực thể tích g và lực trên biên t gây ra, khi đó trường chuyển vị  khả dĩ 
động u U  

0( ( )) ( ) ( )p ext extD u W u W u                          (15) 

Với 0 ( )
ext

W u là công của lực thể tích g0 và lực trên biên t0 không nhân với hệ số tải trọng (tĩnh tải). Do vậy 
cận trên có thể tìm được thông qua bài toán tối ưu: 

0min ( ( )) ( )p extD u W u                                   (16) 

Với những ràng buộc: 

u 0, u
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4.2.  Năng lượng thao tán dẻo cho bài toán biến dạng phẳng dựa trên tiêu chuẩn bền Mohr – Coulomb 
và luật chảy dẻo kết hợp [4,5] 

Tiêu chuẩn bền của Mohr - Coulomb có dạng như sau  
2 2 2( ) (2 ) (2 cos ( ) sin ) 0x y xy x yF c                 (17) 

Do biến dạng dẻo tuân theo quy luật chảy dẻo kết hợp nên 

 F 





                                                       (18)

   

Trong đó: 0  là hệ số tốc độ gia tăng biến dạng dẻo. 

Từ đây, ta có năng lượng tiêu tán của phần tử i  

 2 2
( ) cos( ) ( - )i i i i
p i i i xx yy xyD Ac                  (19) 

Đặt  2 2( - )i i i
xx yy xyit                 (20) 

Bài toán tối ưu sẽ trở thành:  
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Ràng buộc:   
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nel: là tổng số miền trơn con 

5. Kết quả  

5.1.  Mô hình 

Mô hình số theo CS-FEM cho móng nông đặt trên mái dốc trong điều kiện không thoát nước như Hình 4.  
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Hình 4. Sơ đồ hình học và cách chia lưới 

Kết quả thu được từ phân tích theo CS-FEM sẽ được phân tích lại bằng phần mềm Plaxis với sơ đồ hình 
học tương tự, mô hình vật liệu là Mohr-Coulomb, dạng vật  liệu là drained.  

5.2.   Kết quả phân tích 

 Như trong công thức (1) cho thấy sức chịu tải của móng nông đặt trên mái dốc phụ thuộc vào nhiều yếu tố; 
ở đấy, trong phạm vi bài báo này chỉ khảo sát ảnh hưởng của ba yếu tố đến sức chịu tải là: tỷ số giữa L/B, góc 
mái dốc β, và tỷ số cường độ cu/B.  

5.2.1.  Xét ảnh hưởng của (L/B) đến sức chịu tải của móng (p/B) 

Để xét sự ảnh hưởng của khoảng các đặt móng so với đỉnh dốc (L/B) đến sức chịu tải (p/B), ta phân tích 
cho các trường hợp L/B = 0÷6, với góc dốc β = 900, q/B = 0, và cu/B = 5. Mô hình sử dụng 8000 phần tử và 
kết quả được trình bày trong Bảng 1 và Hình 5.  

Bảng 1. Sức chịu tải cực hạn (p/B ) với (cu/B = 5 và q/B = 0) 

L/B 
 

0 1 2 3 4 5 6 7 

CS-FEM 9.6 15.85 19.36 22.36 24.98 26.69 26.69 26.69 

ES-FEM [8] 9.94 16.45 19.97 22.54 24.98 26.59 26.71 26.71 

J.S.Shiau [6] 9.5 16.12 19.64 22.73 25.35 26.39 26.39 26.39 
p/B 

Plaxis 8.7 14.7 18.4 21.6 24.6 26.4 28.1 28.5 

 
Hình 5. Sức chịu tải cực hạn (p/B) ứng với các giá trị L/B khác nhau 

Kết quả này được so sánh với kết quả của các tác giả khác được phân tích trong cùng một điều kiện: 
Nguyễn Chánh Hoàng [8] với ES – FEM,  J.S.Shiau[6] với FEM T3 sử dụng phần tử bất liên tục, và kết quả 
phân tích bằng phần mềm Plaxis(γsat = 20kN/m3, cu = 100 kN/m2

, B =1m, H=3m, q = 0 kN/m2 ) của tác giả bài 
báo. Hình ảnh đường chảy dẻo ứng với các tỷ số L/B khác nhau theo CS – FEM thể hiện ở Hình 6. 
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Hình 6. Đường chảy dẻo ứng với các giá trị L/B khác nhau 

Từ Bảng 1 và Hình 5 cho thấy sức chịu tải cực hạn của móng (p/B) tăng khi khoảng cách từ mép móng 
đến đỉnh mái dốc (L/B) tăng, và đạt giá trị không đổi khi (L/B ≥ 5). Điều này có thể dễ hiều hơn khi chúng ta nhìn 
vào đường chảy dẻo khi nền bị trượt như trong Hình 6, khi móng càng xa đỉnh dốc thì mặt trượt càng sâu và 
rộng, chúng tỏ sức chịu tải của móng tăng lên song vẫn do cơ chế ổn định của mái dốc quyết định. Nhưng khi 
(L/B ≥ 5) thì cơ chế làm việc của móng và mái dốc tách biệt, lúc này móng làm việc giống như đặt trên mặt đất 
nằm ngang, vì vậy sức chịu tải đạt giá trị tối đa, và không thay đổi.  

So sánh sức chịu tải cực hạn thu được từ CS-FEM với kết quả của các tác giả khác như trong Bảng 1, ta 
thấy kết quả của CS-FEM chênh lệch so với kết quả của phân tích bằng ES-FEM của tác giả Nguyễn Chánh 
Hoàng khoảng 3%, kết quả phân tích bằng FEM T3 của J.S. Shiau khoảng 1.7%, và kết quả phân tích bằng 
phần mềm Plaxis khoảng 8%. Sự sai khác nhỏ (3%) giữa kết quả CS-FEM với kết quả của ES-FEM và FEM T3 
là do sự khác biệt về cách xấp xỉ trường chuyển vị, và mức độ mịn khi chia lưới; còn về bản chất cả ba phương 
pháp này đều là phương pháp phân tích giới hạn. Đối với kết quả phân tích bằng Plaxis, mặc dù đây là phương 
pháp số FEM T3, nhưng bản chất của nó là phân tích theo lộ trình nên sự sai khác lớn (8%).                                                                                                                       

5.2.2.  Xét ảnh hưởng của góc dốc β đến sức chịu tải cực hạn của móng (p/B) 

Độ dốc có ảnh hưởng lớn đến sự ổn định mái dốc, do đó cũng ảnh hưởng đến sức chịu tải của móng đặt 
trên mái dốc. Để xét ảnh hưởng của góc dốc β đến sức chịu tải của móng (p/B) khi đặt trên mái dốc, ta phân 
tích cho các góc dốc β là 300, 600, và 900, với điều kiện L/B = 0, q/B= 0, cu/B = 5. Mô hình sử dụng 8000 phần 
tử và kết quả được trình bày trong Bảng 2 và Hình 7. Kết quả này được so sánh với kết quả của các tác giả 
khác được phân tích trong cùng một điều kiện: Nguyễn Chánh Hoàng [8] với ES – FEM,  J.S.Shiau[6] với FEM 
T3, và kết quả phân tích bằng phần mềm Plaxis (γsat = 20 kN/m3, cu = 100 kN/m2

, B =1m, H=3m, q = 0 kN/m2 ) 
của tác giả. Hình ảnh đường chảy dẻo ứng với các góc β khác nhau theo CS – FEM thể hiện ở Hình 8. 

Bảng 2. Sức chịu tải cực hạn (p/B) với 

Góc mái dốc β (0) các góc β khác nhau 

30 60 90 

CS-FEM 21.41 14.92 9.61 

ES-FEM[8] 38.5 16.3 9.8 

J.S.Shiau[6] 20.69 15.16 9.5 

 

p/B 

 
Plaxis 23.2 16.5 8.7 
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Hình 7. Sức chịu tải cực hạn (p/B) ứng với 

các góc β khác nhau 

 
Hình 8. Đường chảy dẻo ứng với các góc mái dốc β khác nhau 

Từ kết quả trong Bảng 2 và Hình 7 ta thấy khi góc dốc β tăng thì sức chịu tải cực hạn của móng giảm. Điều 
này là do khi góc dốc β nhỏ độ ổn định của mái dốc lớn hơn, sức kháng cắt mà đất huy động để giữ ổn định 
mái dốc nhỏ hơn, do vậy phần sức kháng còn lại được sử dụng để đỡ móng lớn hơn. Dựa vào đường chảy 
dẻo trên Hình 8, ta thấy khi β lớn thì đường chảy dẻo càng dốc, chứng tỏ móng càng dễ trượt, nên sức chịu tải 
nhỏ. 

So sánh kết quả sức chịu tải theo CS-FEM với kết quả của các tác giả khác như trong Bảng 2 ta thấy: với 
kết quả của J.S.Shiau sai số khảng (3%), và với kết quả phân tích bằng Plaxis khoảng 10%, và với kết quả theo 
ES-FEM của tác giả Nguyễn Chánh Hoàng thì với góc 300 sai khác rất lớn (80%), nhưng với góc dốc 600 sai số  

là 9.2%, và 900 là 1.9%. Rõ ràng kết quả phân tích với góc 300 là có vấn đề.  

5.2.3.  Xét ảnh hưởng của cu/B đến sức chịu tải cực hạn của móng (p/γB) 

 Để xét ảnh hưởng của cu/B, ta phân tích cho các trường hợp với cu/B khác nhau, với điều kiện L/B = 0, 
q/B= 0, β=300. Kết quả được trình bày trong Bảng 3. Để kiểm tra sự chính xác của phương pháp ta so sánh 
với kết quả đạt được bởi J. S. Shiau[6], và kết quả mô phỏng Plaxis trong cùng một điều kiện. Đường chảy dẻo 
ứng với các giá trị cu/B khác nhau theo CS – FEM thể hiện trong Hình 10. 

Bảng 3. Sức chịu tải cực hạn (p/B) 

với cu/B khác nhau 

cu/γB  

0.75 1 5 25 

CS-FEM 2.81 4.02 21.41 108.17 

J.S.Shiau[6] 2.85 3.93 20.69 104.33 

 

p/B 

 Plaxis 3.3 4.6 23.2 112 
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Hình 9. Sức chịu tải cực hạn (p/B) ứng 

với các giá trị cu/B khác nhau 

 
Hình 10. Đường chảy dẻo ứng với các giá trị cu/γB khác nhau theo CS - FEM 

Từ Bảng 3 và Hình 9, ta thấy sức chịu tải tăng tuyến tính với sự gia tăng của cu/γB. Từ hình ảnh đường 
chảy dẻo trên Hình 10 ta thấy khi cu/γB tăng đường chảy dẻo thu hẹp dần, độ dốc giảm dần, do khi đất càng 
yếu (cu/γB nhỏ) thì mặt trượt sâu. Kết quả phân tích từ CS-FEM lớn hơn so với kết quả phân tích của J.S.Shiau 
khoảng 3.5%, và nhỏ hơn kết quả phân tích Plaxis khoảng 10%.  

6. Kết luận 

 Từ kết quả phân tích các yếu tố ảnh hưởng đến sức chịu tải của móng nông đặt trên mái dốc theo lý thuyết 
phân tích giới hạn kết hợp với CS-FEM, và so sánh kết quả đó với kết quả nghiên cứu của một số tác giả khác 
cho thấy kết quả thu được theo CS-FEM lớn hơn so với kết quả nghiên cứu của J.S. Shiau khoảng 1.7 ÷ 3.5%, 
nhỏ hơn so với kết quả nghiên cứu của Ths. Nguyễn Chánh Hoàng với ES-FEM khoảng 1.9 ÷9.2%, và nhỏ hơn 
so với kết quả phân tích bằng phần mềm Plaxis khoảng 8÷10%. Sai số giữa các phương pháp CS-FEM, ES-
FEM và FEM T3 với phần tử bất liên tục trên biên của J.S. Shiau không nhiều, chủ yếu liên quan đến cách xấp 
xỉ trường biến dạng và mức độ mịn khi chia lưới, trong khi đó sai số so với kết quả phân tích bằng phần mềm 
Plaxis là khoảng 8÷10%. Điều này có thể giải thích là do các phương pháp trước dựa trên lý thuyết phân tích 
giới hạn, trong khi phân tích bằng phần mềm Plaxis tiếp cận theo lộ trình. Trong bài báo này, kết quả phân tích 
theo J.S. Shiau được sử dụng làm số liệu so sánh chính, vì độ tin cậy cao; dựa vào kết quả này chúng ta thấy 
phân tích theo CS-FEM có mực độ hội tụ tốt hơn so với phân tích theo ES-FEM. Do vậy, lý thuyết phân tích giới 
hạn kết hợp với phương pháp phần tử hữu hạn trơn dựa trên miền CS-FEM có thể trở một công cụ rất tốt khi 
phân tích cho các bài toán ổn định liên quan đến mái dốc. 
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